Mécanique du point Correction MI-TD2 Dynamique

Correction MI — TD 2
Dynamique du point

Méthodes, compétences et savoirs-faire

1 - Projections

Pour un vecteur F' quelconque, ’écriture dans une base orthonormée quelconque (€7, €, €3) est :

— —

ﬁ: (ﬁ€1)€1+(F€2)€2+(F€3)€3
avec F - & = ||F|| cos(F, ).
Pour le vecteur F, on obtient : Fy = ||F}| cos(a + %) €z + || Fi| cos(m — a) €,
d'ou | Fy = —||Fy|| sin(a) &, — || F1|| cos(e) & €y

De méme : | Fy = ||Fy|| cos(B) & — || Fa|| sin(B) &, | et | Fs = || Fs|| cos(y) & + || Fs|| sin(y) &,

| - Lancer de balle

On étudie le mouvement de la balle dans le
référentiel Terrestre supposé galiléen. On se
place dans le repére (Ozyz) ot O est la po-
sition initiale de la balle, (Oy) 'axe vertical
dirigé vers le haut et (Oz) I'axe horizontal
contenant la composante horizontale de la vi- o
tesse initiale. Le mouvement est plan contenu
dans le plan (Ozy). Comme on néglige les
frottements, la seule force qui s’applique sur

hmaz

le systeme est son poids P = m7 —mguy 5

On retrouve rapidement, en appliquant le principe fondamental de la dynamique et en utilisant les conditions
initiales (M(t = 0) = O et U(t = 0) = v) = vocosaiuy + vosina ), les formules de la chute libre sans
frottements vues en cours :

— Y (t) =vgcosaiy + (—gt + vosina)u,
— z(t) = (vocos )t et y(t) = =59t + (vosina)t

On peut maintenant utiliser les informations données par I’énoncé :

D
— on sait que z(t.) = D avec t, = 5s et D = 50m soit Vo cosa =
c

— la fleche de la trajectoire, c’est-a-dire 'altitude maximale est hyqr = 20m. Elle est atteinte quand v, =0

soit & 'instant t = W. On en déduit hpmqer = y(ty) = (w0 5212 @)® 4 (v 51; 2)” Toi vosina = v/2ghmaz |
D2

— La vitesse initiale est alors donnée par v2 cos? a+v2 sin® a = v2 = %;Jnghmm soit | vg = = +29hmaz |
C

Vg sin o
Vo COS

V2ghmas te
D

— Par ailleurs on a = tanoa = soit | « = arctan

( V 2ghmaz tC>
—0p /!

AN.: vy = \/ +2x 10 x 20 = /500 = 22,4ms~! et a = arctan (7v2><1gs<20><5> = arctan(2) = 63,4°

Remarque : on pourrait également en déduire la hauteur h de 'immeuble en écrivant h = —y(t.).
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Mécanique du point Correction MI-TD2 Dynamique

Poussée d’Archimede

Liquides non miscibles

1.

On pose § = —gé, avec g > 0 (I'axe (Oz) est donc orienté vers le haut). Si une goutte du fluide 1 de
volume V' est entierement immergée dans le fluide 2, elle subit principalement deux forces : son poids

= —p1V €, et la poussée d’Archimede due au volume de fluide 2 déplacé = pV*e,, avec V¥ =V
puisque la goutte de fluide 1 est entierement immergée, donc I1 = poV €,. La résultante de ces deux forces
est (p2 — p1)gé.. Or, on sait qu’a 1’équilibre le fluide 1 est au-dessus du fluide 2, donc si une goutte de
fluide 1 est immergée dans le fluide 2 elle aura tendance a remonter ce qui veut dire que la résultante des
forces qu’elle subit est vers le haut et donc que (p2 — p1)g > 0 d’oit p2 > p;. CQFD.

Glacon et eau liquide

2.

On étudie le glagon. On néglige la poussée d’Archimede due a lair car p,; < ps mais pas la poussée

d’Archiméde due & l'eau liquide. Le volume du glacon est V = wR2h. Le volume d’eau déplacée est
a

V* = 7R?(h — a). On écrit que la résultante des forces est nulle & 1’équilibre et on trouve : 7= 1- 2

pe

AN : & =1-09000kem 2 _ o 080 = 8 %.

On cherche I’équilibre pour a = 0. On trouve ?paille = (ps — pg)gﬂth €y |

AN.: ||?paine|| = (1,0-10°kgm 2 —0,92-103 kgm3) x 9,8 Nkg ' x 7% (2-1072m)? x 3-10~2m = 0,030 N
On étudie le systeme constitué de 'eau et la glace situés
au-dessus de la face inférieure du glagon. On définit un
état initial est ou le glacon est encore la, I'eau atteint
alors une hauteur H; par rapport au bas du glacon, et h J
Hy

a

un état final ou le glagon a complétement fondu, 1'eau Hl
atteint alors une hauteur Hs par rapport au bas du gla- --
¢on. On appellera S, = mR? la section du glagon et S
la section du récipient.

Etat initial Etat final

On fait un bilan de matiére entre I'instant initial et final :

— A linstant initial, la masse totale est la masse de I’eau my plus la masse du glagon m, avec m, = psSyh
et mg = pg(S — Sg)Hy. Comme Hi = h —a, on a mq = ppSHy + Sy[psh — pe(h — a)]. Or on a vu
précédemment que pga = (p¢ — ps)h, on trouve alors que le terme entre crochets dans 1’expression
précédente est nul et donc m, = pySH;.

— A U'instant final, on n’a plus que de Peau, et donc mo = ppSHs.

Le systéme étudié étant fermé, on peut écrire la conservation de la masse : m; = msg, ce qui meéne a
H, = Hs. Le niveau de 'eau dans le récipient reste stable une fois le glacon fondu.

- Mouvement rectiligne avec frottements fluides linéaires

Exceptionnellement, on explicite la démarche intellectuelle compléte permettant d’anticiper la nature de la
trajectoire. Cette rédaction n’est pas nécessairement indispensable dans une copie, mais le raisonnement doit
étre mené pour étre siir de choisir correctement la base de représentation du mouvement.

On étudie le pétrolier, supposé ponctuel en M et de masse m, soumis a des frottements fluides.

On travaille dans le référentiel terrestre (Rr), dans lequel la droite horizontale, support du mouvement,
est fixe.

Les forces & prendre en compte sont : le poids, la poussée d’Archimede, les forces de frottements fluides
et la pousée du moteur.

Le poids et la pousée d’Archimede sont verticaux. Les frottements fluides sont toujours colinéaires a la
vitesse qui est horizontale. Initialement, la trajectoire est donc contenue dans le plan (]3, ¥p). Aucune force
ne possede une composante en dehors de ce plan, le mouvement restera donc toujours dans ce plan. D’autre
part, 'énoncé indique que le support du mouvement est une droite, donc le mouvement est rectiligne, ce
qui est compatible avec I’étude menée précédemment.
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Mécanique du point Correction MI-TD2 Dynamique

— On choisit un repere (O, €, €, €,), cartésien dans (Rr), avec (O, €;,) le long du mouvement et €, vertical
vers le haut.

— Onadonc: OM(t) = 2(t) &, ; 9(t) = i(t) & ; t) = #(t) &.
— On a également : P= —mgeéy, I =m* é’yet f: —hiE,.
L’étude préliminaire est terminée.

1. On applique la RFD & M dans (R7). On obtient : P + II + f:—# F;L = md = 0 car le pétrolier est
initialement animé d’un mouvement rectiligne uniforme. Comme P et Il sont uniquement verticaux et f
et F; uniquement horizontaux, on en déduit P+T=0et f—f— F"p = 0 soit F;, = hvg € |-
AN.: F,=12-10°N.

2. On a maintenant, puisque 15;, =0, P +I0+ f+ 15;7 = md = mi €,. En projetant sur 'axe (Ox), on obtient

I’équation différentielle suivante : & = ——1.
m
Il y a deux facgons de résoudre cette équation, afin de répondre a la question posée.

dz h dx h
Méthode 1 On peut la réécrire : — = —— — ou encore, en simplifiant par dt : d@ = ——duz.
dt m dt m

Soient t; et ¢y les instants respectivement initial et final. On intégre ’équation précédente :
@(ty) hooreEr)
/ dt = —— dz
(ts) M Je(t)
d’ou L
a(ty) —a(ti) = —— (a(ty) — x(t:))
Etant donné que #(ty) =0, que &(t;) = vo et que d = x(ty) — x(¢;), on a finalement :

mug | 120-10° x 8
h | 1,5-105

d= = 6,4km

Méthode 2 On s’apercoit que ’équation & = —%g'c est une équation différentielle linéaire a coefficient
constant du premier ordre en & = v, qui se résout, compte tenu de la condition initiale v(¢;) = vo, en :

Vit > t;, v(t) = v e~ (t=ti)

En intégrant le résultat précédent par rapport au temps entre ¢; et ¢, on trouve :

Yt >ty x(t) — x(t;) = % (1 _ efﬁ(tfti))

On a évidemment la distance parcourue a Uinstant ¢ qui est x(t) — z(¢;). La distance totale parcourue est

d= lim (z(t) — z(t;)) = lim 7m}fo (1 _e—%@—ti)) _ ™%

t—00 t—o00 h

3. On note d; = d/4, de = d/2 et d3 = 3d/4. D’apreés I'étude menée a la question précédente, on a de fagon
générale le temps At =t —t; = — 5 In (1 — L (x(t) - x(tl))) =—20n(1—L2(t) —z(t))), 2(t) —z(t;)

mug
étant la distance parcourue. On a donc :

3 1 1
Atlz—mln(> — 2305 Atgz—mln(> — 5555 |Ats=—1n () —11-10%s

h 4 h 2 h 4

Pour une distance d = 3¢, on trouve ¢t — oo. C’est logique compte tenu du modele de frottement utilisé :

les frottements étant linéaires, plus la vitesse est faible plus les frottements sont faibles; les frottements
tendent vers zéro et le mobile met un temps infini a s’arréter. La méthode 2 met se résultat en évidence
(Vt > t;, @(t) = vo e **=%) fonction qui ne s’annule jamais).

1. m* est la masse de fluide déplacé, qu’on peut assilimer, en négligeant la poussée d’Archimeéde dans l'air & la masse d’eau
déplacée
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Mécanique du point Correction MI-TD2 Dynamique

4. Si on inverse la poussée des moteurs, on ajoute une force F, = —huvg €, au bilan des forces. La relation
fondamentale de la dynamique donne alors, en ne regardant que la projection sur 'axe (Ox),

mi = —ht — hvy soit 0+ —v=——1
m m

En appliquant la seconde méthode et en utilisant la condition initiale &(t = 0) = v(0) = v, on obtient

v(t) = v <Qe:1t - 1)

En intégrant ce résultat et en prenant 2(t = 0) = 0, on trouve : z(t) = 22% (1 - e*%t) — ot

Le temps d’arrét ¢, est donné par v(t,) = 0 soit | t, = % In2|=555s.

muvg

h

La distance d’arrét d, est donnée par d, = z(t,) soit |d, = (1-1In2)|=2,0km.

IV - Mouvement de chute avec frottement linéaire

1.  — systéme : bille supposée ponctuelle (petite dimension, peu déformable) située en M ;

— étude menée dans le référentiel terrestre noté (R), supposé galiléen et dans lequel le repére (O, €y, €, €,)
est cartésien;

— le systeme est soumis a son poids et aux frottements fluides dus a l'air et dont le sens est opposé au
vecteur vitesse ; on néglige la poussée d’Archimede car pgcier = Pair ;

— initialement, la trajectoire est tangente a (O, ). La résultante des forces, et donc le vecteur accé-
lération, est toujours comprise dans le plan (g, ¥) ou ¥ est le vecteur vitesse de M dans (R). Le
mouvement est donc plan et contenu dans (g, ) ; le systéme a deux degrés de liberté si a # 0, ce
qu’on supposera pour la généralité de la résolution ;

— si on choisit un axe, par exemple (O, €,), colinéaire & ¢, il suffit de choisir (O, €,) de fagon que
(t = 0) = ¥y appartienne au plan (O, é,, €,) pour que le mouvement soit toujours inclus dans ce
plan;

— Vt,OM =xé, +z€,;Vt, V=0, +2€,;Vt,d=2¢€, +Z¢€,;

— on fait un schéma (voir fin de l’exercice) ;

— expression du poids : P =mg=—-mgeé,;

— expression des frottements fluides : f = —k (i &, + 4 ¢€.).

On applique la RFD (2¢ loi de Newton) a M dans le référentiel (R) :

Vt,m(dﬁ> :?—FJF
R

de
d’ou .
v, Wi b o e
y T3, —U = —ge
dt m ges
On identifie facilement le temps de relaxation | 7 = % , pour en déduire la forme standardisée :
dv @
Vt, — + —=—geé
T dt + T ges

2. On résout ’équation précédente qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de la fonction vecto-
rielle ¥, & coefficients constants et & second membre stationnaire.

La solution homogene de cette équation est Usy (t) = At
On choisit une solution particuliére stationnaire, ¥sp(t) = I? On détermine I? en réinjectant cette solution
dans I’équation différentielle :
&k K
+ P —
i

v, BB e
dt g¢e

or ? est stationnaire donc, finalement, ? = —gT €.
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Mécanique du point Correction MI-TD2 Dynamique

On forme la solution générale Vt, ¢(t) = Ze’ﬁ —gré,.

On détermine Z grace a la condition initiale :

I)()]_lr‘[f:o7 170:27,9762 donc ZZHO+ngz

Finalement,
VE >0, 5(t) = (o + gré.) e 7 —gré,
et
Up = lim ¥ = —g7 €,, vitesse verticale et vers le bas
t—o0

——
. Pour déterminer OM on integre le vecteur vitesse par rapport au temps puisque celui-ci est la dérivée
temporelle de la position :

M(t) t t .
V>0, 0M(t) — OM(t = 0) = / dOM = [ @(t)dt = / ((60 ygre) e —gr é;) at
t=0

M (t=0) t=0
s s by t
vt > 0, OM(t)fOM(t:O):(170+gT€Z)/ 677dt—g7'€z/ dt
t=0 t=0
Wt >0, OM(t) — OM(t = 0) = (T + g7 &) (1-e7) —grte

N .
Or, a ¢t =0, le point M est en O donc OM(t =0) = O? = 0 et finalement :

Vt>0,OM(t) = (Uo+g7é.)T (1 - e_%) —grte,

. On en déduit _ .
YVt >0, z(t) = OM - €, = vy cos(a)T (1 - e_?)

et donc
= 1 t) =
Xy t;lﬁl@x() vg cos(a)T
5. Esquisse de la trajectoire.
z
Uo
Y «
@) Ty x

asymptote verticale
en présence de
frottements
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V - Brique sur un plan incliné

— Le systéme étudié est la brique, I’étude étant menée dans le référentiel terrestre noté (R), supposé galiléen.
— On travaille dans le repeére (Ozyz) ou O est la position initiale de la brique, (Ox) I’axe du plan incliné
et (Oy) choisi de tel fagon que le plan (xOy) soit vertical (I'axe (Oz) sera alors horizontal), voir schéma
ci-dessous.
— Le mouvement sera rectiligne le long de 'axe (Ox), on aura donc Vt, O—]\>{[ = T€y, U= 1€, d = T€Cy.
— Les forces s’exercant sur le systéme sont le poids P et la réaction du support R.
— expression du poids : P= mg = —mgsina e, —mgcosaéy;

— expression de la réaction du support : R =R,é, + R,éy avec R, = £T et R, = N.

— Le mouvement ayant lieu selon l'axe (Oz), on aura toujours Y F), = 0 soit .

1. Si on néglige les frottements solides T' = 0. L’équation du mouvement, obtenue en projetant la RFD sur

I’'axe €, est : & = —gsina.
On intégre une premiére fois pour obtenir l'expression de la vitesse : @(t) = —gsinat + vy, puis une
seconde fois pour trouver la position : z(t) = —%g sin at? + vt.
v
L’instant d’arrét ¢; est donné par &(t,) = 0 soit |t = .O . La distance parcourue d; est donnée par
gsina

vb

x(t1) = dy soit |dy = —— |
(t1) ! ! 2gsina

Une fois la brique arrétée, on a F= —mgsina e, # 0, il ne s’agit donc pas d’une position d’équilibre

et la brique va repartir dans la direction —é, (donc redescendre).

2. On a maintenant des frottements solides donc 7' # 0. On est en présence de frottements dynamiques

puisque 7, = ¥ # 0, donc T = pgN = pgmgceosa et R, = —T car les frottements s’opposent au

mouvement. La nouvelle équation du mouvement est alors & = —g(sina 4 pgcos«). En reprenant la

~ , ;. . . s ~ Vo N

méme démarche que précédemment, on aboutit au nouvel instant d’arrét |ty = - et a
g(sina + piq cos @)

2
Yo 2

la nouvelle distance parcourue | ds

- 2g(sin v + 14 cos @)

3. Une fois a I’arrét, on passe en situation de frottement statique. Si la brique reste immobile, on a P+R= 6,
et donc R, = T = mgsina. On reste en statique tant que 7' < psN, ce qui meéne a tana < g soit

o < ap = arctan(pg)

4. Une fois la redescente amorcée, on repasse en situation de frottement dynamique. On retrouve la méme
équation du mouvement qu’a la question 2. a la différence que, le mouvement ayant lieu vers les x dé-

croissants, la composante en x de R est maintenant dirigée vers le haut, on a donc R, = +71 = pqg cos .
Les conditions initiales sont également différentes puisqu'on a (en prenant un nouvel instant initial
au début de la redescente) z(0) = dy et ©(0) = 0. On obtient alors #(t) = —g(sina — pgcosa),

1
z(t) = —g(sina — pgcosa)t et | x(t) = —ig(sinoz — pgcos )t + dy |.

VI - Glissement sur une calotte sphérique

On travaille dans le référentiel (R) du laboratoire dans lequel (O, z,y, z) est cartésien.

Remarque préalable : le sommet de la sphere est une position d’équilibre instable évidente pour le point matériel.
C’est le fait que le point soit initialement positionné en une position treés proche du sommet, mas non-confondue
avec celui-ci, qui explique le mouvement.

Analyse préliminaire :

— le poids est toujours colinéaire a €, ;
— la réaction du support est normale au support (pas de frottement) et toujours colinéaire & €, = = ;

initialement elle est portée par un vecteur €,(t = 0) qui avec €, forme le plan initial des forces;

2. On peut également obtenir ces deux résultats en remplagant directement le coefficient sin a par sina + ugcosa car, a ce
coefficient pres, les deux équations sont identiques et les conditions initiales sont les mémes.
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— la vitesse initiale est nulle.

Donc rien dans les conditions initiales, ni dans les causes de transformation du mouvement (forces) ne permet
a lobjet de quitter le plan initial (O, é,.(t = 0), €,). Le mouvement est donc plan et le probléme est polaire. On
travaille dans (O, €, €, €,) avec €y orienté dans le sens d’augmentation de 6.

Si la vitesse initiale avait été non-nulle et colinéaire au plan initial (O, €,.(t = 0), €.), le mouvement aurait été
tout de méme plan.

Pour que le probleme soit sphérique, il faudrait que la vitesse initiale soit non-nulle et qu’elle ne soit pas
colinéaire au plan initial (O, é€.(t = 0), €,). Dans ce cas, I'inertie initiale de ’objet impose un mouvement qui
n’est pas contenu dans le plan des forces : le mouvement n’est plus plan, une base polaire n’est plus adaptée.
Le mouvement étant alors centré autour d’un point fixe (0), la base sphérique est la plus adaptée.
Cinématique, tant que le point est en contact avec la sphére (r stationnaire) :

— O—]\>4 =7ré.

- ﬁM/R = 7“9 gg.

— dyr = —10%8, + 10¢p.
Bilan des forces :

~ Poids: P = —mgé, = —mg(cos(0)é, — sin(f)ey).

— Réaction de la sphere, d’axe (O, €,.), sans frottement solide : ﬁ = N,é,.
On applique la RFD & lobjet, dans (R), puis on projette sur les axes. On obtient, tant que le point est en
contact avec la sphére (r stationnaire) :

Vi { —m0.27: = N,(0) —mg cos(6)
’ mrf = mgsin(f)

Traduction de I’énoncé : on cherche « la position et la vitesse du point matériel au moment ou il quitte la
sphere », ce qui revient & chercher I’angle 6y d’annulation de la réaction du support N,(65) = 0. La réaction
du support est I'inconnue du probléme : I’équation du mouvement libre de cette inconnue est donc la deuxieme
équation qu’il faut d’abord résoudre pour répondre a la question posée.

On multiplie cette équation par 6 & gauche et a droite : mr 66 =myg sin(9)9
On identifie les dérivées temporelles : mr %d(de:) =mg sin(0) %
On simplifie par d¢ : $mrd(6?) =mg sin(6)dd
6 . 0
On inteégre entre la situation initiale et la situation courante : [ $mrd(6*)= [ mg sin(F)dd
6(t=0) 0(t=0)
On obtient : )
Smr (92 Pt = 0)) — —mg (cos(§) — cos(8(t = 0)) (1.1)
Orona:f(t=0)~0etf(t=0)=0dou
1.
imrﬁz =mg(1 — cos(6)) (1.2)

En réinjectant ce résultat dans la premiere équation issue de la RFD on obtient :
N, (0) = mg(3cos(f) —2)
et

2
0y = arccos (3) =48,2° (indépendant de m, de g et du rayon de la sphere)

D’autre part, on a

. 2g . 2g

0(0) =1/ —(1 — cos(f dou 6O =4/-—>

() =/ 221~ cos(6) =y
On pourrait croire que plus le rayon de la sphere est grand, plus la vitesse a laquelle la bille quitte la sphére est
petite, ce qui n’est évidemment pas le cas : plus la sphere est grande plus il faut que la vitesse soit élevée pour

qu’un objet puisse la quitter. La résolution du paradoxe réside dans le fait que 6 nest pas la vitesse de la bille.

La vitesse de la bille est ||T,,/g|| = 70| et on a

2
vp =4/ % (augmente avec le rayon de la spheére)
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Obtention de I’équation (2) par un théoréeme énergétique

On a:
— Eyp= %mvjzw/R = %m(rﬂ)z;
— E,(M) =mgz + K = mgr(cos(d) — 1) (avec pour convention : énergie potentielle nulle quand 1'objet est
au sommet de la sphere).

Il n’y a que le poids qui travaille (en 'absence de frottement, la réaction du support est perpendiculaire &
la sphere et donc au déplacement de la bille, son travail est donc nul). On applique le théoréme de I’énergie
mécanique :
AEy = AEc + AE, =0
Mo—M Mo—M Mo—M
d’ou )
sm ((r9'>2 — (rb(t = 0))2) = mgr (1 — cos(6)) — (1 — cos(6(t = 0)))

En simplifiant par r, on retrouve bien I’équation (2).

VIl - Bille sur une tige en rotation

1. Soit (R) référentiel terrestre supposé galiléen et
(O, z,y,z) repére cartésien avec (Oz) axe vertical
ascendant et O situé dans le plan de rotation de la
tige (z = 0). On choisit une base polaire (€, €y, €,)

dans (R).
Cinématique :
—
— OM =ré,. Y
— Uyyg =1 & + 108 =7 +1rQé.
I 5M/R == (’I’ — TQQ)gr + 27”969
Bilan des forces :
— Poids : ? = —mge..
— Réaction de la tige, d’axe (O, &,), sans {rotte-
ment solide : = Nyéy + N,¢,. z
On applique la RFD & la bille, dans (R), puis on projette sur les axes. On obtient :
F—Q%(t) = 0
Vt, 2mr) = Ny
0 = N,—mg
La premiére équation donne :
Vt, r(t) = Ae®t + Be M (1.3)

La bille est lachée sans vitesse initiale par rapport a la tige a la distance § de I'axe de rotation. On a donc
la bille et la tige animées de la méme vitesse, a ¢t = 0, & ’endroit ou la bille est lachée :

Uar/r(0) = 7(0) €.(0) + r(0)Q2€(0) = Uarretige/r
ol Unretige/ r €St la vitesse du point M " appartenant & la tige qui se trouve au méme endroit que la bille en

t =0. On a donc Vasretige/r = 52€0(0) (vitesse d’'un point en trajectoire circulaire & la vitesse angulaire
2 a une distance § du centre de rotation). D’ou :

#(0) &.(0) +(0)25(0) = 526(0)

On en déduit, en projetant sur €, et €p :
— 7(0) = 0;
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Mécanique du point Correction MI-TD2 Dynamique

a a
0 = 20, dot s r(0) = .
r(0) 5 d’our : r(0) 5

A N cps c a
Gréce a ces conditions initiales, on trouve : A = B = — et, finalement :

Ve 0, 7(t) = 7 (¢ + ™) | = Seh()

Remarque : si, initialement, la bille avait été en (¢t = 0) = 0 (sur ’axe de rotation), alors on aurait trouvé
WVt >0, r(t) =0 : le centre de rotation O est une position d’équilibre (instable) de la bille.
La bille arrive au bout de la tige en t = t; tel que r(t1) = a, d'ot §(21) = a et :

1
t; = a argch(2) | (indépendant de la longeur de la tige)

2. ﬁ = Nypép + N.€, = 2mr(t)Qey + mge, or Vi > 0, () = gQ sh(Q2t), d’ot :

Vit >0, B = ma0? sh(Qt)ey + mgye,

maf)?

1 FZ.— (mg)?
3. | tplastique = a argsh (mm(mg)>

(Si la barre est longue (a élevé) ou si elle tourne vite (€2 élevé), on risque de la déformer avant que la bille
n’arrive au bout ({piastique < t1).)

VIl - Fusée

1. Considérons le systeme constitué a I'instant ¢ par la fusée de masse m et de vitesse v et a l'instant ¢ + d¢
par ’ensemble de la fusée de masse m + dm et de vitesse U + dv et des gaz éjectés pendant dt, de masse
—dm et de vitesse U 4+ @. La relation fondamentale de la dynamique s’écrit :

dp plt +dt) —p(t)  [(m+dm)(T+ dF) — dm (T + )] — m¥T

a _ - =R

dt dt dt
En simplifiant et en supprimant le terme quadratique par rapport aux différentielles, qui correspond a un
terme négligeable devant les termes linéaires par rapport aux différentielles, on obtient : % = m%’ — %‘U =
3 A N = dm "
R que l'on peut réécrire : ma =R+T|avec|T = gu =-D,u
AN.:T=D,, -u=60x3-10>=18-10*N.

U
2. S’il n’y a pas de forces extérieures, I’équation précédente se réécrit me = %—Tﬁ soit dv' = ﬂ’%”. On integre

cette équation entre I'instant initial ¢;, ou la vitesse est ¥; et la masse m; et I'instant final ¢7, o1 la vitesse

est vy et la masse my :
’Uf mf dm
/ a7 = / gIm
v; m; m

i

d’ou

vf — v =d[ln(m)];"" ou |AT=1diln (Tnf)

3. Comme on suppose que le mouvement est verticale, on a ¥ = ve, et 4 = —ué,. La relation fondamentale
. o dv _ L : . ,
de la dynamique s’écrit alors : ma = mg — D, ce qui donne, en projetant sur 'axe (Oz) :
D

dv dv
ma =-mg+ Dp,u ou o :fg+ﬁmu

Sous réserve que le débit des gaz soit constant et suffisant pour que la poussée soit supérieure au poids,

dv
on a : %TT = —D,, soit m(t) = mg — D,,t et donc T + %u.
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Mécanique du point Correction MI-TD2 Dynamique

On integre cette relation et en utilisant v(0)) = 0 et m(0) = my, on obtient v(t) = —gt —u[ln(mo — Dy, t) —
In(myg)] soit
Dy,
v(t) = —gt —uln (1 - t)
mo

. "y Do, L1 _ 1 t D,
On sait également z = [vdt = [ —gt—uln (1 — m—ot) dt. On en déduit z(t) = —3gt*—u [, In (1 - m—ot) dt.
t
t D _ m D D D _ m Dy,
Soit au final
B 1, mo D,

Graphes de la vitesse et de l'altitude de la fusée en fonction du temps en prenant mg = 15t

Vitesse de la fusée

1200 -

1000 ~

800 ~

v (m/s)

600 -

400 -

60 80 100 120 140
t(s)

o
N
o
S
o

Altitude de la fusée

60000 -

50000 -

40000 A

z (m)

30000 ~

20000 H

10000 A

60 80 100 120 140
t(s)

o
N
o
S
o
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