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Correction MI — TD 6

Mouvement d’un solide

Méthodes, compétences et savoirs-faire

1

1.

- Moments cinétiques

Les 5 points constituent un solide si leurs distances respectives restent constantes lors du mouvement. Soit
V(i,7)M,;M; = cste. On peut d’ores et déja voir que ce n'est pas le cas (par exemple les points My et Ms,
ou My My se rapprochent 'un de I’ autre) On peut aussi écrire que la condition précédente est équivalente
—,

& M; M2 = M; M2 = cste soit MM, - dM M NN, - (5 — ) = 0.

— —_— .
Or MyMs = —4¢€, et U5 — U = V/2(Ex + ey) — (=1&,) soit MaMs - (U5 — v2) = —4(1 — /2) £ 0.
Les cinq points ne peuvent ainsi pas constituer un solide.

. Le moment cinétique en O du point M; est défini par I_:Qi = OZ% A m ;. Pour chaque point, le vecteur

position et le vecteur vitesse sont contenus dans le plan (zOy), le moment cinétique sera alors colinéaire

au vecteur €,. En exprimant les distances en metres, les vitesses en metres par seconde, les masses en
. . e sy 2

kilogramme, on obtient les moment cinétiques en kgm?®s~! :

—_ — -

— OM1=\/§€L—|—1€y et 1}1—4(\2[6954—%51/) soit Lo71=O,1(‘f ‘[) =0;
e

— OMy =1€, +2¢€, et Uo = —1¢&, soit Lo2:—0,lé'z;

— OM; = —1,5¢, +2¢, etv3f2( 6@7§6y> soit Los = 0,1(1,5V3 — 2) €

l

=E

— OMy = -3¢, —1¢éy et U4 = 1€, soit Lo4f0 1€,;
— OM5:16I—26y et v5:2(%ez+%ey) soit Lo?5:0,1(\/§+2\@)é’z:0,3\@é’z.

Les moments cinétiques étant paralleles & 'axe (Oz), on a trivialement ‘Vi, Logz,i= Loy =0 ‘

Pour chacun des points, Lo, ; = Eo,z‘ - €.

Soit Lo,1 =0, Lo, 2= —0,1, Lo, 3 =0,1(1, 5v/3 —2) ~ 0,060, Lo,a=0,1et Lo, 5 = 0,3v2 ~0,42.
Lo, 1 est nul, le vecteur vitesse de My passe par l'axe (Oz). Lo, 2 est négatif, My tourne dans le sens
indirect autour de l'axe (Oz). Lo.,3, Los4 et Lo, 5 sont positifs, Ms, My et My tournent dans le sens
direct autour de l'axe (Oz).

. Les forces qui s’exercent sur le point M sont son poids

Systeme en équilibre

P, la tension T exercée par la portion de fil OM et
la tension T exercée par la portion de fil MA (voir
schéma ci-contre).

Pour le poids, on a P = g

%%
>
ol

ﬁ
\_/

a(cosf é, —sinf é,). Par déﬁnitlon

— 5
soit | Mo (P) = —mygacosfé, |

La tension T; est colinéaire a (OM), sa droite d’action
passe donc par le point O et on en déduit directement

e
Mo(Tl) =0\

Pour la tension fg, nous allons passer par le bras de levier : Mo (fg) =+4T,-OH¢e,

— le signe est donné par la régle de la main droite : fg ayant tendance a faire tourner le point M dans
le sens direct autour de (Oz), on garde le signe +.
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— La portion de fil [M AN] étant supposée inextensible et sans masse, la tension T se conserve en

norme sur tout le brin, la force exercée par le fil sur le point N est donc fgﬁ ~ = T» €,. La seule autre
force s’exercant sur IV étant son poids, la condition d’équilibre de ce point donne alors T = mag.

— Le triangle AOM étant isocele en O et OH étant la hauteur de ce triangle, on en déduit que le
triangle OH A est rectangle en H avec (AOH) = g et donc OH = OA cosg = acos g.

— —

0
Finalement | Mo (T3) = maga cos 3 e, |

2. A DTéquilibre % = 0. Soit, en appliquant le théoréme du moment cinétique, Mo(ﬁ) + Mo(ﬁ) +

0
MO(TQ) = O soit —myga cos 8, €, + maga cos % €. = 0. On obtient | m; cos 6. = ms cos Ee .

Selon les valeurs de m; et ma, la condition ci-dessus peut ne jamais étre vérifiée. Nous allons la réécrire en

utilisant la formule trigonométrique cos(2a) = 2 cos?(a) — 1, ce qui donne m; (2 cos? %ﬁ — 1) = Mg Ccos %‘f

soit, en posant X = cos %‘37

2m1X2 — m2X —mi = 0
On reconnait une équation du second degré en X dont le discriminant est A = m3 +8m? > 0. Il y a donc
deux racines X; o = %‘{Z. Comme 6, est compris entre 0 et 7/2, cos % > 0, on ne garde alors que la

racine positive, ce qui donne
0. mo++/m3+8mi
cos — =

2 4m1

m2+1/m§+8m% <1

Cette solution ne peut exister que si le cosinus est inférieur ou égal a 1. Il faut donc T <

soit mo + \/m32 + 8m? < 4my ou \/m3 + 8m? < 4my — my ou encore
m3 +8m? < (4my —m2)? = 16m? — 8mymsg + m3

En simplifiant, on arrive & 8m? > 8myma.

Au final, la position d’équilibre existe a condition que .

Il - Mouvement rotatif ou mouvement pendulaire

1. Au moment de I'incrustation (¢ = 0), les forces extérieures qui s’appliquent sur le systéme {tige+masse m}
sont le poids P et la réaction de 'axe R. La liaison pivot étant supposée parfaite, on a Mo, (R ) =0. En
t = 0, la tige est verticale, la droite d’action du poids passe donc par 'axe (Oz) et on en déduit également

Moz(ﬁ) = 0. La somme des moments des forces par rapport a I'axe (Oz) étant nulle, on en déduit que le
moment cinétique total par rapport a ’axe Oz se conserve au moment de I'incrustation.

En ¢t =07, la masse m arrive en A, animée d’une vitesse Uy = vg €, et la tige est immobile. On en déduit
Lo-(t=0" @1 A miy) = ((—2L€e,) Nmug &) - €, = 2mly

En t = 0", I'ensemble {tige+masse m} entame un mouvement de rotation autour de 'axe Oz. On a alors
— 2
Lox(t = 0%) = Joz 10t wo avec Joz tor = Joz tige + J0zmasse = 245 +m(20)? = 402 (4 + m).

La conservation du moment cinétique implique Lo, (t = 07) = Lo.(t = 0) et donc

3mug

M
2mlvg = 40% | — it =
meug (3 —l—m)wo 801 wo 2(M + 3m)!

2. La liaison pivot est parfaite, elle ne travaille pas. La seule autre force étant le poids, le systeme est

conservatif avec B, = E. + Ep, .
2 2 2

Bnt =0, Eo(t = 0) = $Jozpowd =202 (% +m) (58 ) = sy
L’énergie potentielle de pesanteur du systeme est la somme de 1’énergie potentielle de la tige et de celle de
la masse : B, , = Ep tige + Ep masse- La masse de la tige est M, son centre de gravité se situe au milieu de
celle-ci donc a la distance £ de O. On a donc, en prenant le point O comme référence d’énergie potentielle,
Ep tige(0) = —Mglcos 6. Pour la masse m, elle se situe au bout de la tige, donc & la distance 2¢ de O, on
en déduit de fagon similaire E, ;nasse(60) = —2mgl cos 6.
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Au final, E, ,(0) = —(M + 2m)glcos8 et donc E, ,(t = 0) = —(M + 2m)gt.

On en déduit E,,(t = 0) = 2(31\77% — (M +2m)gl.

Lorsque I'angle est maximal et vaut 0,45, 00 & Ec(0pmaz) = 0 €t Ep ,(0maz) = —(M +2m) gl cos 0,44 S0t
Em(omam) = *(M + 2m)gf COS Gmm.

Le systéme étant conservatif, E,,,(t = 0) = Ey(0maz) et donc

(M + 2m)gt cos S (0 4 om)ge
— m)glcosOpey = ———— — m
g 2(M + 3m) g
soit
3 2,2
oS Opmaz = 1 — m Yo
2(M 4+ 3m)((M + 2m)gt
3. Le mouvement est pendulaire si 0,4, < 7™ donc si 1 — 2(M+373n";(2]€;2’+2m)ge > —1 soit
3m2vd <9

2(M + 3m)(M + 2m)gl

2(M + 3m)(M + 2
On pose v 1im = 2\/96\/ (M + ZL)(Q +2m) Si vy < vg,im, le mouvement est pendulaire et si vy >
m

V0,1im, 1€ mouvement est rotatif.

Il - Energétique d’un vélo

Une roue de vélo en rotation ne peut pas étre modélisée par un point matériel. Il faut appliquer les théoremes de
la mécanique du solide en rotation autour d’'un axe fixe. On étudie la roue dans le référentiel terrestre supposé
galiléen.

1. On peut appliquer un théoréme énergétique (ou en puissance) ou le théoréme du moment cinétique. La
méthode la plus rapide et la plus simple est un théoréme énergétique. Le théoréme du moment cinétique
meéne au méme résultat mais nécessite une intégration supplémentaire (on redémontre en fait au passage
le théoreme de ’énergie cinétique...). Le couple au niveau de laxe étant un couple de frottement, on a
C < 0 pour 0 > 0 et vice versa.

méthode A : Soit (A) Paxe de rotation de la roue et # un angle orienté positivement autour de cet axe. On a :

ty
A= MilVMf(?e””) -y / P(F )it =3 / Ma(F eor)fidt
ti
Il y a trois actions extérieures :
— le poids qui s’applique au centre de masse de la roue situé sur ’axe et dont le moment par rapport
a ’axe est donc nul;

— la réaction normale de 'axe, qui empéche la roue de tomber, dont le support passe par I'axe et
dont le moment par rapport a I'axe est donc nul ;

— les frottements au niveau de la liaison pivot dont le moment par rapport a 1’axe est C.

On en déduit que :

ty O 0y
AE. :/cédt:/Cdozc/dG:C(ef—91-)
ti—ty

tri 01 97,

1 .
D’autre part, ’énergie cinétique de la roue en rotation pure autour de l'axe (A) est E. = §J92.
D'ou : 1 )
) .2

Initialement, on a ; = wy et au total la roue a fait N tours donc (0 — 0;) = +27N si elle lancée
avec wg > 0, —27 N si elle est lancée avec wy < 0. Finalement :
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J w%
47N

(pour wp > 0)

méthode B : Soit (A) 'axe de rotation de la roue et 6 un angle orienté positivement autour de cet axe. On a :

dc
Vt, TtA = ZMA(?ezt)

Seul les frottements ont un moment non nul par rapport a I’axe et pour un solide en rotation pure
autour de I'axe (A) fixe, LA = JO. On en déduit :

V¢, J=C ouencore |Vt 9:% (1.1)

La primitive de ’expression précédente est G(t) = % t + K. Gréace a la condition initiale, on trouve :

En intégrant une fois (1.1)) entre les instants initial et final et on trouve :

97; =wo

. éf:() C ty . . . C JWO
[9]_ = {Jt+K]ti puis foﬂiffwofj(tffti) et enfin tfftiffT (1.2)

c’est-a-dire la durée de rotation de la roue pour une vitesse angulaire initiale donnée.

On vérifie que :

— plus l'inertie est grande, plus la roue met du temps s’arréter ;

— plus la vitesse de rotation est grande en valeur absolue, plus la roue met du temps s’arréter ;
— plus le moment du couple de frottement est grand en valeur absolue, moins la roue met de temps

a s’arréter.

On a donc Vi, (t) = % (t — t;) + wo ou encore Vt, L = % (t —t;) +wo ce qui meéne par séparation des
variables a

Vi, df = (i (t — ti) + WQ) dt

On integre entre I'initial et le final des deux cotés :

Of tr (O
doz/ ( (t—ti)+w0> dt
0; ti J

A droite, on fait le changement de variable u =t — ¢;, d’ott du = dt et on obtient :

Or u(ty)
/ d0:/ (Cu—i—wo)du
9, uty) \J

i

C u(ty)
Oy —0; = {u2 + wo u]
2J u(tq)

On a u(ty) =ty —t; et u(t;) = 0 donc finalement :

C
Compte tenu de (1.2) et du fait que (65 — 6;) = +27N si la roue est lancée avec wy > 0, on retrouve le
méme résultat qu’avec la méthode A.
Jw?

2. Pour wy > 0 et C constant, ona: N = T Si C est constant, alors la courbe expérimentale N = f(w?)
s

devrait étre une droite. On trace cette courbe et sa droite de régression ; si la droite de régression passe par
toutes les barres d’erreur, alors on peut conclure que « le modele C' = cste est vérifié expérimentalement
aux incertitudes de mesures pres ».

Remarques :
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— la pente de la droite est alors 7% ; si on connait J, on en déduit une valeur expérimentale de C';
— on peut aussi tracer N = f(wp) mais il faut alors calculer la parabole de régression pour conclure.

3. (Reqdre) st en translation rectiligne et uniforme par rapport au référentiel terrestre. Donc, si le référentiel
terrestre est supposé galiléen alors (R.qdre) 'est aussi.

4. Soit (R) le référentiel terrestre, ¥ = ve,, la vitesse de ¥
translation du cadre du vélo dans ce référentiel, w la N
vitesse angulaire de rotation d’une roue autour de L 9
son axe et I le point géométrique de contact entre la
roue et le sol. Il n’y a pas de glissement au sol donc, - i T o, Caalokin
a chaque instant, la vitesse du point de la roue en - >
contact avec le sol est la méme que la vitesse du AN, AN
point du sol en contact avec la roue : 3/, L QE::/ hed K/} N
?«QL;,C‘M - lw i ~

U(Ieroue)/R = U(Iesol)/R

D’autre part :

— U(Ieroue)/R = Urotation T Utranslation
et donc U(reroue)/r = —Rwe, + ve,

— T(resoty/r = 0.

On en déduit que v = Rw et |w = % AN, :w=230rads™!.

1
§Jw2 AN Ecroue = T3J.
Remarque : la roue étant un cerceau, on a J = mR2 et compte tenu de v = Rw, on trouve Ec rove = %va...

5. EC,roue =

1 1
2 2 2
6. EC,velo = EC,rotation +EC,translation = 2EC,roue+§mt0tU et finalement EC,Uelo =2X imv + imtotv

Ecveto = 4,1-103J.

7. La seule force qui travaille est la force de frottement f des freins sur les roues. On a donc :

ty
AEC peto = / P(f)dt
0—ty
D’autre part :
— AEC,’UEZO = _EC,velo ;
0—ty
S b
— et par définition de la valeur moyenne d’une grandeur : (P(f)) = % [ P(f)dt.
0

On en déduit :

2 E velo
(P(f)) = ==
f

=

AN.: (P(f)) = —82-102 W.

IV - Machine tournante

1. Les couples qui s’exercent sur la machine sont le couple moteur I'y et le couple de frottement —kw. Le
théoreme du moment cinétique autour de I'axe Oz donne
k Lo

d
—W—I‘O—kw ou —w—i——w:—

Jdt_ dt g J
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J
On pose | T = 7 la solution de cette équation différentielle est alors w(t) = Ae 7 + % La machine est
initialement a P’arrét, on a donc w(t = 0) = 0 soit A = —%0.
r ,
En posant |wy = ?0 , on obtient |w(t) = wp (1 - e_%) et on a bien tlim w(t) = wo.
—00

2. (a) On remplace T’y par 0 dans I'équation précédente, la nouvelle équation du mouvement est alors
. t
d¢ + ¢ =0 dont la solution est w(t) = Be .

En prenant comme nouvelle origine du temps, I'instant ou la micro-coupure se produit, on a mainte-

nant w(t = 0) = wy et donc |w(t) = wpe *

(b) La condition donnée dans 1'énoncé s’écrit w(T) > 0,9wy soit woe™r > 0,9wy ce qui donne -L>

1
In(0,9). Il faut donc |T' < 71n (90> .

3. (a) Sion remplace I'g par I'(t), '’équation du mouvement devient

d I'(¢ T
dib: + % = % = 70(1 + ncosfit) = %(1 + ncos )
On pose alors w(t) = wo(1 +&(t)) et donc % = wy%e. L'équation précédente devient alors
d
WO£ + %(1 +e(t) = %(1 + 1 cos Q)
qui donne
d
Eri o s
dt 7 71

(b) On reconnait une équation différentielle avec un second membre sinusoidal. L’équation homogene
donne le régime transitoire ¢, (t) = Fe~* qui devient négligeable pour ¢ > 7. Une fois le régime
sinusoidal forcé atteint, la solution, qui correspond a la solution particuliere de I’équation différentielle,

est une fonction sinusoidale de méme pulsation que le forcage donc du type £(t) = acos(Q2t — V).

On a alors 95 = —aQsin(Qt — ¥) et I'équation différentielle se réécrit

—aQsin(Qt — ¥) + ¢ cos(Qt — 0) = T cos ot
T T

soit
—aQ7(cos U sin Qt — sin W cos Qt) + a(cos ¥ cos Qt + sin ¥ sin Qt) = ncos Qt

En identifiant les termes en sin )¢ et en cos 2t de part et d’autre de 1’égalité, on trouve

{ —atQcosV¥ +asin¥ = 0 soit{ tan¥ = Qr . :
arasmy b acost = C T QrsinWtcos¥ (14 (Q7)?) cos ¥
_ 1 o "
Or cos(arctan ) = T ona donc a = (H(m)z)vﬁ
n

On trouve finalement ’ U = arctan(Qr) ‘ et|a=

« est 'amplitude de la perturbation mécanique et ¥ est le déphasage entre la perturbation électrique
et la perturbation mécanique.

(¢) Pour n fixé, si Q augmente, o diminue : la machine est plus sensible aux perturbations basses fré-
quences.

4. Comme 7 = %, le fait d’adjoindre & la machine tournante un volant d’inertie aura pour effet d’augmenter
J et donc 7. Cela a deux intéréts :

— comme vu a la question 2., la durée acceptable des micro-coupures est directement proportionnelle a
T, cela permet donc de limiter la diminution de la vitesse de rotation dans ce cas.

— l’expression de o obtenue a la question précédente montre que I'amplitude de la perturbation di-
minue lorsque 7 augmente : le volant d’inertie permet également de diminuer I'impact d’éventuelles
perturbations électriques.

L’inconvénient évident est qu’en augmentant 'inertie de la machine, on augmente la durée du régime
transitoire, le régime permanent mettra donc plus de temps a se mettre en place.
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V - Particule dans un cone

1. Comme nous avons des mouvements de rotation autour de 'axe (Oz), nous allons considérer le moment

—
cinétique de la particule par rapport a cet axe. Soit Lo, = (OM Am®)-€,, ce qui s’exprime en coordonnées
cylindriques . .
Lo. = (mré. A(1é. +r0ey + 2¢.)) - & = mr?

Les actions subies par le point M sont son poids, qui est vertical et donc colinéaire a l'axe (Oz), et la
réaction du cone, perpendiculaire & la surface de celui-ci, et qui passe donc par Paxe (Oz) : le moment des
actions subies par rapport & l'axe fixe (Oz) est nul, donc Lo, est une constante du mouvement.
Cette constante est indiquée par les conditions initiales : Lo, = mrovg = mzo(tan a)vg. On voit donc que
le signe de € ne change jamais : le point M contourne toujours 'axe (Oz) dans le méme sens. De plus r
ne peut pas s’annuler : le point M ne tombe pas au fond du cone (sauf si Lo, = 0, soit vg = 0).

2. Le poids travaille et dérive de ’énergie potentielle E,, = mgz. La réaction du cone ne travaille pas. L’énergie

mécanique :

1 1 .
E, = imv2 +mgz = §(r2 +720% + 3%) + mgz

est donc aussi une constante du mouvement. En utilisant 1’équation du céne r = z tan « et I'expression de
Lo, trouvée précédemment, il vient :

L? 1
Oz 4 mgz = cste

1
Ep = zm(l +tan® a)s® + —9=%
2m( +tan” )2 + 2mtan? a 22

Si on pose

L? 1
E =0z~ 1 imgz
Peff = omtan? o 22 4
on voit que I’évolution de I'atitude z est contrainte par E,, > E, .rs. Le graphe de cette énergie potentielle
effective montrer que z évolue entre deux altitudes extrémes z,,in €t Zmae. Notons qu’avec les conditions

initiales proposées, zo coincide avec I'une de ces valeurs limites (car ¥y est horizontale donc 2(0) = 0).

107 |
|
|
8+ 'Ilg peeft (z)
61
41 €y
! 31
] I 4
| | 51
24 i i !
i i 11 .
i i 1 _]—3__.'3-
i i 0t o
I “min 2 3 max 4 3 r 3 3=

3. La trajectoire est circulaire si la valeur de ’énergie mécanique correspond juste au minimum de ’énergie

. . . . dE, . L?
potentielle effective, ce qui impose la relation : ==L = — =04 — Z% + mg = 0. En remplacant Lo, par
mo? | V3
mzo(tan a)vg, on trouve — L+ mg=0soit| — =g|.
20
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